Teoria Miary i Catki

Bartosz Kwasniewski

Faculty of Mathematics, University of Biatystok

Wyktad 1
Wstep i o-algebra zbioréw
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o "Pandemiczne notatki z wyktadu"
math.uwb.edu.pl/~zaf/kwasniewski/teaching

o G. Plebanek ""Miara i catka"’ skrypt

o S.Lojasiewicz, Wstep do teorii funkgji
rzeczywistych, PWN, 1987

o A. Birkholc, Analiza matematyczna. Funkcje
wielu zmiennych, PWN 1986

o W. Rudin, Analiza rzeczywista i zespolona, PWN,
Warszawa, 2009.
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Kazdy porzadny

kasjer liczy w
ten drugi sposéb
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Przewagi Catki Lebesgue'a nad Riemanna

o Wieksza klasa funkcji catkowalnych
o Mozliwos¢ catkowania wzgledem ogdlnych miar

o Twierdzenia o przechodzeniu z granicg pod catke

Analiza Rachunek Analiza Analiza
Matematyczna Prawdopodobienstwa Harmoniczna Funkcjonalna
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o-algebry zbioréw

X - zbiér, 2X - rodzina wszystkich podzbioréw X (zbiér potegowy)

Def. o-algebra na X nazywamy rodzine F podzbioréw X taka, ze
@ XeF (zawiera cata przestrzen)
@ AcF = A =X\AeF (zamknieta na dopetnienia)

o0
D {A),CF = U A eF (zamknieta na sumy ciagow)
n=1

Pare (X, F) nazywamy przestrzenia mierzalng, a elementy F
nazywamy zbiorami mierzalnymi.

Na Probabilistyce o-ciato = o-algebra, zdarzenie = zbiér mierzalny

Uw. o-algebra zawsze zawiera (), X, jest zamknieta na skofczone
operacje teoriomnogosciowe oraz przeliczalne sumy i przekroje.

Zbiér A jest przeliczalny <= A jest skonczony lub réwnoliczny z N
(czyli |A] < |N| =: Rg)

N, Z, Q - przeliczalne; R, R\ Q, 2X nieprzeliczalne (X nieskoficz.) 5,8



Stw. Jesli F jest o-algebra, to
Q@ lerF (zawiera zbiér pusty)
QO ABeF = AUBe F (zamknieta na skoriczone sumy)

o0
Q@ {A}2, CF = () As € F (zamknieta na przekroje ciggow)
n=1

@ ABeF = ANB&F (zamknieta na skoriczone przekroje)

Dowdd: (i) X € F z (X1). Zatem 0 = X \ X = X' € F z (¥2).

(ii) Jesli A, B € F, to ktadac Ay := A oraz Ay = B dla k € N,
mamy {A,}°2; C Fistad AUB =J;2; An € F na mocy (£3).

(iii) Niech {Ap}52, C F. Z praw De Morgana otrzymujemy

o0

N A=A =(JA) eF Q F zamknieta
n=1 n=1

1 na réznice, gdyz

na mocy (X2) i (X3). - A\ B.: .A N B
(iv) Mozna nasladowa¢ dowdd (ii) lub (iii) patrz (iv) i (X2)
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Przyktady

@ 2% jest o-algebra (najwieksza o-algebra na X)
Q {0, X} jest o-algebra (najmniejsza o-algebra na X)
© {0,A, X} nie jest o-algebra (o ile A # 0, X)
Q {0,A A" X} jest o-algebra (o-algebra generowana przez A)
Q Jesli F jest o-algebra na X oraz E C X, to
Fe={ENA:AcF} (obcigcie F do E)
jest o-algebra na E
O Jesli F jest o-algebra na Y, to dla dowolnej funkeji f : X — Y
fUYF)={f1A):AcF} (przeciwobraz F)
jest o-algebrg na X =

N
@ Obraz o-algebry zazwyczaj nie jest o-algebra m
@ Suma dwdéch o-algebr nie musi byé o-algebra -ﬂ-l

© Przeciecie dowolnej ilosci o-algebr jest o-algebra!
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Stw. Dla kazdej rodziny G podzbioréw zbioru X istnieje
najmniejsza o-algebra 0(G) na X zawierajaca G.

Dowdéd: Rozwazmy nastepujace przeciecie

oG)= N F

GCF i F jest

o-algebrg na X
o(G) jest o-algebra (bo jest przecieciem o-algebr)
0(G) zawiera G (bo kazda przecinana rodzina zawiera G)
0(G) zawiera sie w kazdej o-algebrze F zawierajacej G
(bo jest przekrojem takich o-algebr), czyli o(G) jest
najmniejsza rodzing o wtasnosciach (1), (2). |

000

Def. 0(G) nazywamy o-algebra generowang przez G. )

Prz. Jesli A C X, to o({A}) = {0, X, A, A'}.

Uw. o(H) = 0(G) <= H C o(G) oraz G C o(H) )
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