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Przewagi Caªki Lebesgue'a nad Riemanna

Wi¦ksza klasa funkcji caªkowalnych
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Harmoniczna

Twierdzenia o przechodzeniu z granic¡ pod caªk¦
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σ-algebry zbiorów

X - zbiór, 2X - rodzina wszystkich podzbiorów X (zbiór pot¦gowy)

Def. σ-algebr¡ na X nazywamy rodzin¦ F podzbiorów X tak¡, »e

Σ1 X ∈ F (zawiera caª¡ przestrze«)

Σ2 A ∈ F =⇒ A′ := X \ A ∈ F (zamkni¦ta na dopeªnienia)

Σ3 {An}∞n=1 ⊆ F =⇒
∞⋃
n=1

An ∈ F (zamkni¦ta na sumy ci¡gów)

Par¦ (X ,F) nazywamy przestrzeni¡ mierzaln¡, a elementy F
nazywamy zbiorami mierzalnymi.

Na Probabilistyce σ-ciaªo = σ-algebra, zdarzenie = zbiór mierzalny

Uw. σ-algebra zawsze zawiera ∅, X , jest zamkni¦ta na sko«czone

operacje teoriomnogo±ciowe oraz przeliczalne sumy i przekroje.

Zbiór A jest przeliczalny ⇐⇒ A jest sko«czony lub równoliczny z N
(czyli |A| ¬ |N| =: ℵ0)

N, Z, Q - przeliczalne; R, R \Q, 2X nieprzeliczalne (X niesko«cz.) 5 / 8



Stw. Je±li F jest σ-algebr¡, to

i ∅ ∈ F (zawiera zbiór pusty)

ii A,B ∈ F =⇒ A ∪ B ∈ F (zamkni¦ta na sko«czone sumy)

iii {An}∞n=1 ⊆ F =⇒
∞⋂
n=1

An ∈ F (zamkni¦ta na przekroje ci¡gów)

iv A,B ∈ F =⇒ A ∩ B ∈ F (zamkni¦ta na sko«czone przekroje)

Dowód: (i) X ∈ F z (Σ1). Zatem ∅ = X \ X = X ′ ∈ F z (Σ2).

(ii) Je±li A,B ∈ F , to kªad¡c A2k−1 := A oraz A2k = B dla k ∈ N,
mamy {An}∞n=1 ⊆ F i st¡d A ∪ B =

⋃∞
n=1 An ∈ F na mocy (Σ3).

(iii) Niech {An}∞n=1 ⊆ F . Z praw De Morgana otrzymujemy

∞⋂
n=1

An =
∞⋂
n=1

(A′n)′ = (
∞⋃
n=1

A′n)′ ∈ F

na mocy (Σ2) i (Σ3).

(iv) Mo»na na±ladowa¢ dowód (ii) lub (iii)

F zamkni¦ta
na ró»nice, gdy»

A \ B = A ∩ B ′

patrz (iv) i (Σ2)
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Przykªady

1 2X jest σ-algebr¡ (najwi¦ksza σ-algebra na X )

2 {∅,X} jest σ-algebr¡ (najmniejsza σ-algebra na X )

3 {∅,A,X} nie jest σ-algebr¡ (o ile A 6= ∅,X )

4 {∅,A,A′,X} jest σ-algebr¡ (σ-algebra generowana przez A)

5 Je±li F jest σ-algebr¡ na X oraz E ⊆ X , to

FE := {E ∩ A : A ∈ F} (obci¦cie F do E )

jest σ-algebr¡ na E

6 Je±li F jest σ-algebr¡ na Y , to dla dowolnej funkcji f : X → Y

f −1(F) := {f −1(A) : A ∈ F} (przeciwobraz F)
jest σ-algebr¡ na X

7 Obraz σ-algebry zazwyczaj nie jest σ-algebr¡

8 Suma dwóch σ-algebr nie musi by¢ σ-algebr¡

9 Przeci¦cie dowolnej ilo±ci σ-algebr jest σ-algebr¡!
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Stw. Dla ka»dej rodziny G podzbiorów zbioru X istnieje
najmniejsza σ-algebra σ(G) na X zawieraj¡ca G.

Dowód: Rozwa»my nast¦puj¡ce przeci¦cie

σ(G) :=
⋂

G⊆F i F jest
σ-algebr¡ na X

F

1 σ(G) jest σ-algebr¡ (bo jest przeci¦ciem σ-algebr)
2 σ(G) zawiera G (bo ka»da przecinana rodzina zawiera G)
3 σ(G) zawiera si¦ w ka»dej σ-algebrze F zawieraj¡cej G

(bo jest przekrojem takich σ-algebr), czyli σ(G) jest
najmniejsz¡ rodzin¡ o wªasno±ciach (1), (2). �

Def. σ(G) nazywamy σ-algebr¡ generowan¡ przez G.

Prz. Je±li A ⊆ X , to σ({A}) = {∅,X ,A,A′}.

Uw. σ(H) = σ(G)⇐⇒ H ⊆ σ(G) oraz G ⊆ σ(H)
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